Mr. ABIDI Farid Séried'exercices 4 M1

Division euclidienne - congruence

Exercice 1

Soitn eta deux entiers naturels non nuls.

1) On suppose que adivise (42n + 37) et adivise (7n + 4). Montrer que adivise 13.

2) En déduire les valeurs possiblesade

Exercice 2

1) Ecrie la division euclidienne de 1 000 par 13.

Soit n un entier naturel.
2) Déterminer, suivant les valeurs de n, le rdst&a division euclidienne dé™ par 13

3) Déterminer, suivant les valeurs de n, le rdstta division euclidienne d&"*'+ 10" par 13
4) En déduire le reste de la division euclidiepael3 de11 000 000 000 000.
5) Quel est le reste de la division euclidiennelpale 25x10° + 1

Exercice 3

1) Montrer que 5= 1(13),'s= 5(13),°5- 1(13)*35- 5(13)

2) En déduire que pour tout entier natlrel
5% =1(13); 5“'= 5(13) ; 5*?=- 1(13) ; $"'3=- 5(13).

3) Déterminer I'ensemble des entiers natureltsmytes: 3" + 5= 0(13
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Inverse modulo

Exercice 4
1) On considére l'ensemble 4,=[1,2;3,4,5,6|

a) Pour tout élément ade A4, , écrire dans le tableau suivant (sans justifier) 1'unique élément y de

A4, telque ay=1 (mod7)

b) Pour x entier relatif, démontrer que I'équation 3x=5 (mod7) équivauta x=4 (mod7)

c) Siaestunélémentde A4; , montrer que les seuls entiers relatifs x solutions de 1'équation

ax=0 (mod 7) sont les multiples de 7.

2) Dans toute cette question, p est un nombre premier supérieur ou égal a 3.

On considére I'ensemble 4 ,= { 1,2, p—l} des entiers naturels non nuls et strictement inférieurs a
p- Soit aun élément de 4,

2

a) Vérifier que ¢” ° est une solution de I'équation ax=1 (mod p)

2

b) On note rle reste dans la division euclidienne de g? ° par p. Démontrer que r est l'unique

solution x dans A4, deléquation ax=1 (mod p)

c) Soient x et y deux entiers relatifs. Démontrer que x y=0 (mod p) si et seulement si x est un

multiple de p ou y est un multiple de p.
d) Application: p=31

Résoudre dans A;; les équations 2x=1 (mod31) et 3x=1 (mod31)
2

A l'aide des résultats précédents, résoudre dans Z l'équation 6x —S5x+1=0 (mod 31)
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Equation du type ax + by =c ou a, b et c sont des entiers

Exercice 5
1. On considére 'équation (F) :
6xr — 5y =17
dont les inconnues x et y sont des entiers relatifs.

(a) On suppose que le couple d’entiers (z,y) vérifie 6x — by = 7.
Démontrer que x = 2 [5]

(b) En déduire tous les couples d’entiers, solutions de I’équation (£}).

2. Application : dans le plan muni d’un repére (O ; 7, 7), on note A la droite d’équation

6r — 5y =17

Déterminer le nombre de points de A dont les coordonnées sont des entiers naturels et
dont I'abscisse est inférieure a 500.

3. On considére & présent 1’équation (E3) :
62> —5y° =7
dont les inconnues x et y sont des entiers relatifs.

(a) Vérifier que si le couple (z;y) est solution de (Es), alors

(b) Démontrer que, pour tout entier a, o? est congru 4 0, & 1 ou & 4 modulo 5.

(¢) Quel est 'ensemble solution de I'équation (Es) ?
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Exercice 6

1.0On considére I'équation (E) : 189 226/ = 1 oux ety sont des entiers relatifs.

a. Déterminer le pgcd de 109 et 226. Que peut-on @clace pour I'équation (E) ?
b. Montrer que I'ensemble de solutions de (E) estsknble des couples de la forme

(141+226k, 68+ 10%K), ouk appartient &.

En déduire qu'il existe un unique entier natureh mald inférieur ou égal & 226 et un unique
entier naturel non nwtels que 108 = 1+226e. (On précisera les valeurs des entikete.)

2. Démontrer que 227 est un nombre premier.

3. 0n note A I'ensemble des 227 entiers natuadksls quea < 226.
On considéere les deux fonctiohetg de A dans A définies de la maniere suivante :
a tout entier de Af associe le reste de la division euclidienna{épar 227,
a tout entier de Ag associe le reste de la division euclidienna@épar 227.
a. Vérifier queg[f (0)] = 0.
Onrappelde résultatsuivantappelépetit théorémeale Fermat :
Si p est un nombre premier eta un entier non divisible par p alors a** = 1 modulo p.
b. Montrer que, quel que soit I'entier non rautle A,a?*® = 1 [modulo 227].
c. En utilisantl. b.,en déduire que, quel que soit I'entier non adke A.g[f (a)] = a. Que peut-on
dire def[(g(a)] =a ?
Exercice?

1. On considére 1'équation (E) : 17x — 6y = 2, ou X et y sont des entiers.

a) Résoudre dans IN? I'équation 17X = 6y.

b) A I’aide de I’algorithme d’Euclide, déterminer une solution particuliére de 17x — 6y = 1.
Montrer que le couple (—1 ; —3) est une solution particuliére de 1'équation 17X — 6y = 1, en déduire
une solution particuliere de 1'équation (E).

c) En déduire tous les couples de Z2 solution de (E).

d) Montrer que le pged des couples solution de (E) est 1 ou 2.

e) Déterminer les couples (X ; Y) solution de (E) dont le pged est 2.

f) Déterminer le couple (Xo ; Yo) solution de (E) tel que : pged(Xo ; Yo) =2 et 100 <y, < 150.
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Division euclidienne - congruence

Exercicel

1) a|(4nh+ 37)et a| (h+ 4)=a| (48+ 37 6(T+ 4pita|l3.

2) L'ensemble des diviseurs de 13 Bst={ ,131donga= ua= 1

Exercice 2

Rappel des propriétés des congruences:
a=b(n) = a-b=kxn asb(n)eta'=b'(n) = a+a'=b+b'(n)
a=b(n) = a” =b"(n) (pON) a=b(n) et a'=b'(n) = axa'=bxb'(n)

1) 1000= 76& 13 12. 0= 12(13)

2) 10=12(13)= | 10=- 1(13xar (= 36 ¥ E¥6x13+ 13- E 7% 13 1).
sia=b(n)alorsa® =b” (1):

10°=-1(13)~ (16)" =(- ' @3} 10=(- )1 @3

si n est pair alors 0= 1(13) ; si n est impair ald@r$ £ -1(13)= 12(13).

3) Le reste de la division de 10+ 310 par
sinestpair: 10= 113t £0'= 30 I0- I0= 10(13)

dou:16™+ 16 = + 10Aoit | W+ TFo= 11(13).
sinestimpair: 10=- 113 12018 Y0=- 10(13)

donc (10" + 10" = 2(13).

4) 110000000000091110% 16*°= 16* ,1¢F=-( L* (1Jyoit 18= 1(13)
donc| 1118 = 11(13)

5) 10°=10°=-1(13) et 25 ® 13 25 12(13) 25 1(13)
dol: 25¢ 18P = 1(13pinsi | 28 16+ 2 2(13)
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Exercice3

1) En utilisant les propriétés rappelées dansrbgse précédent on obtient:

50 =1+
53 =5x

0x13>|8=113) ,5= 5 8 13| &= 513)256 22 48 °5 12(13] °=5> 3Jd

5 = 5= 5 1(13) sof 5=- 5(1B).

2) Pour tout entrenaturelk ,

5%=(5') =(1° (13) soif 8 = 113) , &'= 6 5= [ = 5(13).
52 =5% x5 o 5% 2=-1(13) , 3 %= ¥x 5 | 3" &- 5(13).

3) Ensemble des entiers naturels n tels gtie: 5' = 5 3) 0(1
Tout entier natureh  s'écrit sous la formes k +4 avea<3
En utilisant les résultats précédents:

sir=0:5"+58=(8)"+ 8 &= 1(13) donc 5+5" = 2(13).

sir=1;

5+ 8 =(82) + 52 822 113)dt 59 = 1(13) dopc®3 "5 0[L3)

sir=2:8"+5=(8) + 53 53=-513)ef 5= 513- 113

donc 5"+ 85=-1 513 %+ B=- 6(13) | B+ "= 7(13).
Concluson:
5"+5 =0(13) sh= &+ 2.
I nverse modulo
Exercice 4
1) a)
X 1 2 3 4 5 6
y 1 4 5 2 3 6
1) b)  Remargue: on ne peut pas résoudre des congruences par équivalences, car on ne peut diviser chaque membre

1) ¢)

par un méme nombre.
Modulo 7:

Si 3x=5 alors 5X3x=5XS5 alors x=4
Réciproque: Si x=4 alors 3Xx=3X4 alors 3x=5
Conclusion‘ 3x=5<x=4 (mod7) ‘

ax=0 (mod7) alors7divise ax ,or7 estpremieravec a (car 7 est premier, et 1<ag<6 ), alors
d'aprés le th de GAUSS, 7 divise x . La réciproque est évidente: si x est multiple de 7 alors a x=0 (mod7) .
Conclusion: ‘ Les solutions de I'¢quation a x=0 (mod7) sont les multiples de 7.
Autre méthode:En reprenant les notations de la question 1) a): Pour touta de A4, ,ilexiste y dans A, tel que
ay=1 (mod7) .Si ax=0 (mod7) alors yax=0 (mod7) ,cest-a-dire x=0 (mod7)
Réciproque ... Conclusion ...
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2)a) a-a’ *=a”"" (mod p) orp estpremier, et p est premier avec a (car 0<a <p ), alors d'aprés le petit

théoréme de FERMAT, ‘ a”'=1 (mod p) ‘

2)b)  On note r le reste dans la division euclidienne de g” ? par p, alors d'aprés le th de la division euclidienne, il existe
un entier naturel g tel que g? %= pqg+r avec O0<r<p

a’'=1 o aa’ =1 (mod p)
. = al(pg+r)=1 (mod p)
e a-pqgtar=l (mod p)
< ar=l (mod p)
Ainsi r est une solution de I'équation a”~'=1 (mod p)

« Deplusrestunélémentde A, ,car par définition de la division euclidienne 0<r<p ,et p#0 (car
sinon a-r=0 (modp) ).
«  Ilreste a démontrer que r est 'unique solution dans 4, de cette équation. Démonstration par I'absurde:
Supposons qu'il existe un entier s de 4, telque a-s=1 (mod p)
Par soustraction membre 4 membre des congruences a-r=1 (mod p) et a-s=1 (mod p) il vient
a(r—s)=0 (mod p) ,cest-a-dire p divise a(r—s) . Or p est premier avec a (car p est
premieret 0 <a< p ), alors d'aprés le th de GAUSS, p divise r—s

O<s<p —p<—s<
Ainsi r—s estun multiple de p et est élément de ]—p,‘p{ ,dou r—s=0 ;dou r=s

Mais [0<r<p alors { O<r<p 0 alors par somme memmbre a membre —p<r—s<p

2)¢) Si xy=0 (modp) ,alors p divise xy ;orp estpremier,donc p divise x ou p divise y . (En effet,
comme p divise x y, ou bien p divise x, ou bien p ne divise pas x et alors il est premier avec x; par application du
théoréme de GAUSS, p divise alors y).

La réciproque est évidente: si x est multiple de p ou si y est multiple de p alors xy=0 (mod p)
Conclusion: [xy=0 (mod p) si et seulement si x est multiple de p ou y est multiple de p |

2) d) Application: p=31 31 étant premier, on peut appliquer les résultats des questions 2)a) a 2)c).
«  D'aprés 2)b), l'unique solution dans  4s; de 'équation 2x=1 (mod 7) est le reste dans la division
euclidienne de 2% par 31 .Or 2°=1 (mod 31) donc 2”=(2°)x2*=2*=16 .Et
0<16<31 .Donc 16 est le reste cherché. D'otl 'unique solution dans A3, est 16.]

«  D'aprés 2)b), l'unique solution dans A3, de I'équation 3x=1 (mod7) estle reste dans la division
euclidienne de 3% par 31 .Or 3’=9 3’=—4 ,d'ou
3P=370"2=(37)x 37 =(—4) x37=-2""x37=-2"" X2’ x 3 =-1x8x9=-72=21
Et 0<21<31 .Donc 21 est le reste cherché. D'ou

l'unique solution dans A3, est 21 ‘

6x’—5x+1=0 (mod3l) o (2x—1)(3x—1)=0 (mod 31)
e 2x—1=0 ou 3x—1=0 (mod31) daprés2)c)
< x=16 ou x=21 (mod 31)

Conclusion:| S=[31k+16;31k+21 avec kEZ] |
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Mr ABIDI Farid Correction

Exercice 5

1.

(a) Analyse

Equationsdu typeax + by =c¢

Alors 62 =7+ 5y donc 6z =71[5]. Or6 =15 car 6 =1+5 x 1.
Donc 6z =z [5]. Deplus 7=21[5] car T=2+5x 1.
En conséquence x = 2 [5].

: on suppose que le couple d’entiers (z,y) vérifie 6z — 5y = 7.

4M1

(b) On déduit de la question précédente qu’il existe un entier relatif k tel que

. Or 6 — 5y = 1.

Donc by = 6 — 7 = 6(2 + 5k) — 7 = 12+ 30k — 7 = 5 + 30k = 5(1 + 6k).

Ainsi .

Vérification : posons z =2+ 5k et y = 1+ 6k avec k € Z.

Alors 6z — 5y = 6(2 + 5k) — 5(1 + 6k) = 12+ 30k —5 — 30k = 12 — 5 = 7.

Conclusion : I’équation (E;) admet pour ensemble solution :

S={(2+5k;1+6k) aveckecZ}

2. Chercher les points de A dont les coordonnées sont des entiers naturels et dont
Pabscisse est inférieure & 500 revient & chercher les couples d’entiers (x;y) solu-
tions de (F1) tels que 0 < z < 500 et 0 < y.

On est amené & déterminer le nombre de solutions du systéme :

@ =2+ 5k (k € Z) x=2+5k (k € Z)

0 <z < 500 1 0<2+5k<500

0<y 0<1+3k
keZ keZ ke
0<245k<500 <= { —2/5<Fk<498/5 ‘:’{o<k<99
0<1+3k ~1/3<k Sk

Il y a donc exactement ’ 100 points qui conviennent, ‘

3. (a) Sile couple (x;y) est solution de (Ey), alors 62% = 7 + 5y avec y? € N

donc 622 =7 [5]. Or 6 = 1 [5]. Donc 62 = 2? [5]. De plus 7= 2 [5] .
Ainsi 22 = 2 [5].

(b) Soit a un entier fixé. D’apreés le théoréme de la division euclidienne, il existe
un unique couple (g;r) d’entiers tel que o = 5g + r avec 0 < r < 5.
Donc a = r [5] avec r € {0;1;2;3;4} puis o? = 72 [5]
e Si 7 = 0 alors o = 0% [5] donc a [5] .
e Si 7 =1 alors o = 1% [5] donc a =1 [5] .
e Si 7 =2 alors o? = 2% [5] donc o? [5] .
e Si r =3 alors o =9 [5] 0r9:4+5><1doncoz2z [5] .
eSir=4alorsa’?=16[5 or 16 =145 x 3 donc o? =1 [5] .

(c) On suppose ’équation (F5) admet un couple solution (x;y). Alors, d’aprés
3.(a), 2% = 2 [5] ce qui est impossible d’aprés 3.(b) puisque le carré d’un
entier est congru soit a 0, soit & 1, soit & 4 modulo 5.
Par conséquent 1’équation ’ (F2) n’admet aucune solution ‘
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Exercice 6

1
a. Effectuons l'algorithme d'Euclide appliqué a 22669
226 =2x%109 + 8

109=13x8+5
8=1x5+3
5=1x3+2
3=1x2+1
2=2x1+0

Le PGCD est le dernier reste non nul donc : PGE6(2.09) = 1
L'équation Diophantiennax + by=c admet des solutions si et seulement si le PGCOD)divisec.

C'est bien le cas ici, donE)admet des solutions entiéres.

b. On recherche une solution particulieve ) de E).
Ona:141 x 109 -68 x 226 =1
Le couple ¢, V) = (141 ; 68) est une solution particuliére dguation 108 — 226/ = 1.

Soit maintenantx, y) 0 Z x Z une solution quelconque dg)(

Ona:10u-226v=1 et 10%-226y-=1

En soustrayant membre a membre :

109u -226v=1

109(x—U =226(y —V)

Donc 226 divise 109(—u) et comme PGCD(109,226) = 1.

On en déduit que 226 divige - u)d'aprés le théoréme de Gauss.

Il existe donc un entidetel que : x —u = 226k c'est-a-direx=u+ 22&k = 141 + 22&
En remplagant — u par 22&, il vient : 109 x 228 = 226§ —V)

y=v+ 10K =68 + 10%.

Ainsi : x=141 +226k et y 68 + 10%

Réciproguement, on vérifie bien que tous les caufle) de la forme (141 + &BX%,68 + 10%), ouk 0 Z,

sont des solutions de (E)

Lycée IBN KHALDOUN - RADES 9 Année scolaire 2007-2008



Mr ABIDI Farid Correction 4M1

Montrons qu'il existe une unique valedidex = 141 + 22& qui soit élément dEO; 226]]

0<141 +22& <226 <+ —141<226k<85

<~ —£1<k< 85

226~ 226
Et commek est entier, la seule possibilité ekt= 0
D'ou : d =141 ete=68
Ainsi, on a bien : 109= 1 + 22@ avecd 0 [0; 226]

2. 227 n'est pas divisible par 2, ni par 3, ni panifar 7, ni par 11 et ni par 13 (inutile de testerdela,
si 227 admettait un diviseur premier, il seraitessaire inférieur B(1/227) = 15).

C'est donc un nombre premier.

3. Enfait: A=[0;226]

On a, par définition de fef: a'®= f(a) [227] et a"= ) 227

a. Le reste de la division euclidienne d8%par 227 est bien siir 0 dont(0) = 0
De mémey(0) =0 donc: g(f (0)) =0
b. Comme 227 est premier, d'aprés le petit théorenteeduat, on a pour tout enti@non nul
a*°=1 [227
c. Supposons non nul.
Ona:g(f(a)= (f(a)" = d™* [227
Mais d'aprés la question 1.b. : 109 x 141 = 1 + 258
Dot : g(f(a))=a®*= ax a™® *°[227]

Et d'aprés la question 3.b. on sait @ = 1 [227] donc : g(f(a)) = a [227]
Enfin, comme on a vu qu f (0)) = 0, on a bien pour toatdeA : g(f(a)) = a

Les fonctiond etg commutent ; en effet, pour tout entéer.

f(g@)= (g(a)™ = d™= ¢ ()= a[22]
On a donc également, pour taudeA : f(g(a)) = a.
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Exercice7

1°) a) On considere 1’équation : 17X = 6y.

6 et 17 étant premiers entre eux (car 17 est premier et ne divise pas 6),
6 divise 17x donc d’aprées le théoréme de Gauss 6 divise X.

11 existe donc un entier K tel que X = 6k, et donc 6y =17 x 6k ety = 17k.
Réciproquement, ona 17 x 6k =17 x 6k

Donc tous les couples (6k ; 17k) sont solutions.

Les solutions dans IN? de cette équation sont donc S; = {(6k ; 17 k), k € IN}.

b)Ona 17=6x2+5= 5=17-6x2
6=5x1+1=1=6-5x1=6-1x(17-6x2)=17x(=1)+6 x(—3)
= 17x(-1) - 6x(-3)=-17+ 18 =1, donc (-1 ; —3) est solution de I’équation 17X — 6y = 1.
On obtient facilement que (—2 ; —6) est une solution de (E).
¢) (E) est donc équivalente a 17X — 6y = 17 x (=2) — 6 x (— 6), donc aussi a 17(x +2) = 6(y + 6) (1)
e 1% Méthode : nous connaissons d’aprés le a) les solutions de cette derniére : X + 2 = 6k et y + 6 = 17k, ou
k est un entier quelconque.
Les solutions de (E) sont donc S, = {(6k—2; 17k — 6), k € Z}.
e 2™ Méthode : 6 et 17 étant premiers entre eux (car 17 est premier et ne divise pas 6),
donc d’apres le théoréme de Gauss 17 divise y + 6.
= il existe un entier relatif k tel que y + 6 = 17Kk, c'est-a-dire y = 17k — 6.
en reportant dans 1’équation (1) ona: 17(x +2)=6 x 17k

c’estadire Xx=6k-2.

Réciproquement, ona 17 x (6k —2) — 6 (17k — 6) = 2.

Donc tous les couples (6k — 2 ; 17k — 2) avec ke Z sont solutions.

d) Tout diviseur commun a X et y solution de (E) divise aussi 17x — 6y, c’est a dire 2.

Le pged de X et y est donc un diviseur positif de 2, ce ne peut étre que 1 ou 2.

e) Il résulte du d) que le pged d’un couple (X ; ¥) solution de (E) est égal a 2 si et seulement si 2 divise X et Y.
Or 2 divise 6k et 2, donc 2 divise 6k — 2, donc 2 divise toujours x.

En revanche, 2 divise 6, donc 2 divise y = 17K — 6 si et seulement si 2 divise 17Kk.

Comme 2 est premier avec 17, 2 divise 17K si et seulement si 2 divise k d’aprées le théoréme de Gauss, c’est a dire
k=2p,p € Z.

Les solution de (E) de pged 2 sont donc (12 p—2 ;34 p - 6).

f) On veut donc avoir y = 34p — 6 et 100 <y < 150, la seule valeur entiére possible de p est 4.

La solution recherchée est donc (46 ; 130).
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